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Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àêàäåìèÿ ïðèáîðîñòðîåíèÿ è

èíôîðìàòèêè

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè îáåñïå÷åíèÿ

êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè ñ ó÷åòîì

çàäàííûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà îãðàíè÷åíèé. Ðàçðàáîòàííûé ìàòåìà-

òè÷åñêèé àïïàðàò îñíîâàí íà ìåòîäàõ òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è àëãåáð

Ëè.

1 Ââåäåíèå

Â cîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ âûñîêèå òðåáîâà-

íèÿ ïî îáåñïå÷åíèþ êà÷åñòâà, íàäåæíîñòè, áåçîïàñíîñòè. Îáåñïå÷åíèå

ýòèõ òðåáîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî, ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ â âèäå ñèñòåìû íåëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; âûäâèæåíèåì íåñêîëüêèõ öåëåé

è êðèòåðèåâ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ; ó÷åòîì ðàçíîîáðàçíîãî ðîäà îãðàíè-

÷åíèé; ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå n -

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå îáëàäàþùåãî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðàçðàáîòêè åäèíîé ìåòîäèêè îïèñàíèÿ ñîâðåìåííûõ

ñëîæíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíî-

ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òî åñòü

çàìåíîé ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íà äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå [9].

Íåîñïîðèìûì äîñòîèíñòâîì ýòîé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ åäèíûõ ìåòîäèê äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ

ðàçëè÷íîãî ðîäà: ëèíåéíûõ, íåëèíåéíûõ, ïðîñòðàíñòâåííî - ðàñïðåäå-

ëåííûõ [3,4].

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è àëãîðèò-

ìè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñëîæíûìè äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè, íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ àïïà-
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ðàòà êîíå÷íûõ ãðóïï è àëãåáð Ëè. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îáúåêòà óïðàâëå-

íèÿ âûñòóïàþò íåëèíåéíûå ïðîöåññû ñ ó÷åòîì çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé è

íåñêîëüêèõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ãðóïï ñèììåò-

ðèé Ëè, òåîðåìû Í¼òåð è èíôèíèòåçèìàëüíûõ êðèòåðèåâ èíâàðèàíòíî-

ñòè óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êîì-

ïðîìèññíîé çàâèñèìîñòè â çàäà÷å ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì çàäàííûõ

îãðàíè÷åíèé è êðèòåðèåâ êà÷åñòâà. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè

ìåòîäèêè è îïûòà ðåàëèçàöèè â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äåëàþòñÿ îáîñ-

íîâàííûå âûâîäû.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dx

dt
= f(x; u; t); (1)

y(t) = g(x); (2)

ãäå u = (u
1
; :::; u

p
) 2 
 � R

p � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé,

îïðåäåëåííûé íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà; x =

(x
1
; :::; x

q
) 2 X = Mq � âåêòîð ñîñòîÿíèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà

ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè; y = (y
1
; :::; y

m
) 2 R

m � âåêòîð âûõîäíûõ (íà-

áëþäàåìûõ) ïàðàìåòðîâ; f; g � ôóíêöèè êëàññà ãëàäêîñòè C
1 .

Â ñèñòåìå çàäàíû íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ êà÷åñòâî

óïðàâëåíèÿ

Jk =

t1Z
t0

L(dx=dt; x; u)dt! extr; (i = 1; k); (3)

â êëàññå ðåøåíèé x = f(u) , îïðåäåëåííûõ ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà

óïðàâëåíèå u 2 
 .

Çàäà÷à ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü è

ïðîåêòèðîâàòü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ (1-2) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé è íåñêîëü-

êèõ êðèòåðèåâ êà÷åñòâà (3).
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3 Ìåòîäû è àëãîðèòìû

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðàçðàáîòàòü àëãî-

ðèòìû èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè íåëèíåéíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ìîäåëåé [3].

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óïðàâëÿåìà â òî÷êå x0 , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàí-

ãîâîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè â ýòîé òî÷êå

dimI(D)(x
0
) = dim�q(x

0
) = q:

Çäåñü I(D) - íàèìåíüøàÿ àëãåáðà Ëè, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâî óïðàâëÿ-

þùèõ ïîëåé D ; �q - q-ìåðíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íà ìíîãîîá-

ðàçèè Mq , òàêàÿ, ÷òî �q = Tq(x) � TM
x

q
, ãäå Tq(x) - ïîäïðîñòðàíñòâî

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TMx

q
8x 2 Mq

: Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçó-

åòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè îïåðàòîðà

X =

qX
i=1

f
i
(x; u)

@

@xi
; (4)

êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñåìåéñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå óïðàâëåíè-

åì u: Ïðèäàâàÿ óïðàâëåíèþ ðàçëè÷íûå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ u 2 
 ,

ïîëó÷àþòñÿ îïåðàòîðû ñåìåéñòâà (4). Âûäåëèâ â ýòîì ñåìåéñòâå áàçèñ,

ïîëó÷èì ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ

Xj =

qX
i=1

�
i;j
(x)

@

@xi
; (j = 1; n);

ãäå �
i;j
(x) = f

i
(x; u): Ïîëíàÿ ñèñòåìà îïåðàòîðîâ (3.1) äëÿ ðåãóëÿðíîé

ñèñòåìû ôîðìèðóåò êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè, è áîëåå òîãî, áàçèñ îñòà-

åòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ x 2 Mq
; ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ñèñòåìà

îïåðàòîðîâ äëÿ ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû ôîðìèðóåò èâîëþòèâíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå �n(n � q) . Òàêèì îáðàçîì, åñëè n = q , òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

óïðàâëÿåìîé.

Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé â òî÷êå x0 , åñëè êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x
0 . Èçâåñòåí àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé

íàáëþäàåìîñòè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîá-

ðàçèÿ Mq .
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Â îñíîâå ìåòîäèêè ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ëåæèò àíàëèç êðèòåðèåâ èí-

âàðèàíòíîñòü âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ëàãðàíæèàíîâ L = (L1; :::; Lk)

îòíîñèòåëüíî ãðóïï ñèììåòðèé ñèñòåìû (1) â âèäå

LDiv� = 0; (5)

äëÿ âñåõ (x; u) , è êàæäîé èíôèíèòåçèìàëüíîé îáðàçóþùåé

v =

qX
i=1

�
i
(x; u)

@

@ui
+

pX
�=1

'
�
(x; u)

@

@x�
(6)

ãðóïïû Ëè G . Â (5) Div� îáîçíà÷àåò ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ ïîëÿ � =

(�
1
; :::; �

q
) .

Ãðóïïû ñèììåòðèé ôóíêöèîíàëîâ âèäà (3) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì [7]. Ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû áóäóò ëîêàëüíûìè ãðóïïàìè ïðå-

îáðàçîâàíèé G , äåéñòâóþùèå íà îòêðûòîì ìíîãîîáðàçèè M1 � 
0�X .

Åñëè x = f(u) - ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîä-

õîäÿùåé ìàëîé ïîäîáëàñòè 
0 � 
 , òàêàÿ, ÷òî åå ãðàôèê ëåæèò â

M1 , òî âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå g èç ãðóïïû G , äîñòàòî÷íîå áëèçêîå

ê 1 , áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòü ôóíêöèþ f â äðóãóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþex = ef(eu) = g � f(eu); îïðåäåëåííóþ íà e
 � 
0 .

Ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé G , äåéñòâóþùàÿ íà M1 , ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ôóíêöèîíàëà (3), åñëè, êàêîâî áû íè

áûëè ïîäîáëàñòü 
 , òàêàÿ, ÷òî åå çàìûêàíèå 
 ëåæèò â 
0 , ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ x = f(u) , îïðåäåëåííàÿ íà 
 , ãðàôèê êîòîðîé ëåæèò â M , è

ýëåìåíò g 2 G , òàêîé, ÷òî ex = ef(eu) = g � f(eu) - îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà e
 , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

t1Z
t0

Ldt =

t1Z
t0

eLdt;
Åñëè ex = �(u); eu = �(u) � ïðîèçâîëüíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, òî èìå-

åòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ex(n) = �
(n)
(u; t) äëÿ ïðîèç-

âîäíîé, çàäàííîé ïðîäîëæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè

x = f(u) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè ex = ef(u) . Ïðè ýòîì

ëþáîé ôóíêöèîíàë
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J =

t1Z
t0

L(f(x; u); x; u)dt

ïåðåâîäèòñÿ â

J =

t1Z
t0

eL( ef(x; u); ex; eu)dt:
Ïðè ýòîì äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ 
 = fug: ïåðåâîäÿòñÿ â e
 = feug:

Ôîðìóëà äëÿ íîâîãî ëàíãðàíæèàíà

L(f(x; u); x; u) = eL( ef(x; u); ex; eu)detJ( ef(x; u); ex; eu); (7)

çäåñü J - ìàòðèöà ßêîáè

J
ij
(f(x; u); x; u) = Dj�

i
(dx=dt; x; u);

i; j = 1; p

ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, òî detJ > 0 .

Çäåñü D - ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Äëÿ äàííîé ôóíêöèè F i -ÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, â íàøèõ îáîçíà÷å-

íèÿõ, èìååò îáùèé âèä

DiF =
@F

@ui
+

qX
�=1

X
J

x
�

J;i

@F

@x�
J

; (8)

ãäå J = (j1; :::; jk) è

x
�

J;i
=
@x

�

J

@ui
=

@
k+2

x
�

@ui@uj1:::@ujk
;

èíäåêñû ïðè j; x îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Â ôîðìóëå (8) ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì J ïîðÿäêà 0 �

]J � n , ãäå n - íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â F .

Âîçìîæíî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó, ïî-

çâîëÿþùóþ îòûñêàòü íàèáîëåå îáùóþ ñâÿçíóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ïî÷òè

âñÿêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îáùåãî
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âèäà [7]. Â ýòîé ïðîöåäóðå êîýôôèöèåíòû �(x; u) , �(x; u) èíôèíèòåçè-

ìàëüíîé îáðàçóþùåé (6) ãèïîòåòè÷åñêîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû

ñèììåòðèé ñèñòåìû ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè îò x è u .

Êîýôôèöèåíòàìè ïðîäîëæåííîé èíôèíèòåçèìàëüíîé îáðàçóþùåé áó-

äóò íåêîòîðûå ÿâíûå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êî-

ýôôèöèåíòîâ � è � ïî x è u . Èíôèíèòåçèìàëüíûé êðèòåðèé èíâà-

ðèàíòíîñòè áóäåò, òàêèì îáðàçîì, ñîäåðæàòü x , è u ïðîèçâîäíûå îò

x ïî u , à òàêæå �(x; u) , �(x; u) è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî è u .

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âñåõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðîèçâîäíûìè îò u , âû-

òåêàþùèõ èç ñàìîé ñèñòåìû (ïîñêîëüêó èíôèíèòåçèìàëüíûé èíâàðèàíò

äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ëèøü íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû), ìîæíî ïðèðàâíÿòü

íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îñòàâøèõñÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò u . Ýòî

ïðèâåäåò ê áîëüøîìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé �(x; u) , �(x; u) , ÿâëÿþùèõñÿ êîýô-

ôèöèåíòàìè èíôèíèòåçèìàëüíîé îáðàçóþùåé. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþò

îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè ãðóïïû ñèììåòðèé äàííîé ñèñòåìû.

Â áîëüøèíñòâå òåõíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ òàêèå îïðåäåëÿþùèå óðàâíå-

íèÿ ìîæíî ðåøèòü ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè, à îáùåå ðåøåíèå áóäåò

îïðåäåëÿòü íàèáîëåå îáùóþ èíôèíèòåçèìàëüíóþ ñèììåòðèþ ñèñòåìû.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ñîñòàâëÿåò àëãå-

áðó Ëè ñèììåòðèé; ñàìà îáùàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

èç äàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíòû.

Åñëè G - ãðóïïà âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ôóíêöèîíàëà (3), òî îíà

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

E(L) = 0: (9)

Åñëè L(dx=dt; x; u) è eL(dex=dt; ex; eu) - äâà ëàãðàíæèàíà, ñâÿçàííûå

(7), òî

Eu�(L) =

qX
�=1

F��(x
1
; u)E

eu�(
eL);

ãäå F�� - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (q + 1)� (q + 1)
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F�� =

0BBB@
D1�

1
: : : Dq�

1 @�1

@x�

... � � �
...

...

D1�
p

: : : Dq�
p @�p

@x�

D1�
�

: : : Dq�
� @��

@x�

1CCCA :

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Í¼òåð [1, 2], è òîãî ôàêòà, ÷òî ïåðåìåííûå â

ôóíêöèîíàëàõ ñâÿçàíû îäíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà êàæäîãî öåëåâîãî ôóíê-

öèîíàëà îïðåäåëÿþò îáùèé êîìïëåêñ óðàâíåíèé íåêîòîðîé âàðèàöèîí-

íîé çàäà÷è. Èíâàðèàíòíîñòü ýòîãî êîìïëåêñà îòíîñèòåëüíî ãðóïï âàðè-

àöèîííûõ ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïðîìèññíóþ çàâèñèìîñòü,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ â õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôîðìå äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà [4].

Âîîáùå ãîâîðÿ, åñëè v - èíôèíèòåçèìàëüíàÿ äèâåðãåíòíàÿ ñèììåò-

ðèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è, òî îíà ïîðîæäàåò ãðóïïó ñèììåòðèé ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Èíûìè ñëîâàìè, èìååòñÿ íàáîð

èç q ôóíêöèé P (dx=dt; x; u) = (P1; :::; Pq) , òàêîé, ÷òî

DivP (dx=dt; x; u) = Q � E(L) =

pX
v=1

QvEv(L) (10)

� çàêîí ñîõðàíåíèÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ëàãðàíæà (9) E(L) = 0 , ãäå

Q� = �� �

qX
i=1

�
i
x
�

i

- õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ (6),

x
�

i
=
@x

�

@ui
:

Êàæäàÿ èíôèíèòåçèìàëüíàÿ äèâåðãåíòíàÿ ñèììåòðèÿ âàðèàöèîííîé

çàäà÷è ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ge = exp("v) ïðåîáðà-

çîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ M1 .

Íàïðèìåð, èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ãðóï-

ïû ñäâèãîâ

E(q) : x! Rx+ a; 2 R
q
; R 2 SO(q);
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äåéñòâóþùåé íà ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ äàåò ñîîòíîøåíèå:

qX
i=1

Di

�
@L

@xi
�

�
= 0; (� = 1; p):

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé

L(u;Rrx) = L(u;rx); R 2 SO(q)

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

qX
i=1

Di

 
u
�
@L

@xi
�

� u
�
@L

@xi
�

!
= 0; (�; � = 1; p)

Äëÿ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îäíà èç íåçàâèñèìûõ

ïåðåìåííûõ âûäåëÿåòñÿ êàê âðåìÿ t . Â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ïðèíèìàåò âèä

DtT +Div
 = 0;

ãäå Div - ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèâåðãåíöèÿ îò 
 ïî u
1
; : : : ; u

q . Ïëîòíîñòü

çàêîíà ñîõðàíåíèÿ T è ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê U = (U
1
; :::; U

p
) ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíêöèÿìè îò x; t; u è ïðîèçâîäíûìè îò x ïî u è t .

Ïóñòü 
 � R
q - îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå U è x = f(u; t) - ðåøå-

íèå, îïðåäåëåííîå íà X äëÿ âñåõ u 2 
 , a t0 � t � t1 . Ðàññìîòðèì

ôóíêöèîíàë

T [f ](t) =

Z



T (f(u; t); x; u; t)du

êîòîðûé ïðè ôèêñèðîâàííûõ f è 
 çàâèñèò òîëüêî îò t . Îñíîâíîå ñâîé-

ñòâî ïëîòíîñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ T îçíà÷àåò, ÷òî T
[f ](t) çàâèñèò òîëü-

êî îò çíà÷åíèé f íà ãðàíèöå îáëàñòè @
 .

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëåäíèé ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

T [f ]
(t0)� T
[f ](t0) = �

t1Z
t0

Z



U(f(u; t); x; u; �)dSd� (11)

Îáðàòíî, åñëè (11) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îáëàñòåé u ðåøåíèé x =

f(u) , òî T; U îïðåäåëÿþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì ïî äâóì ïðè÷èíàì. Òðè-

âèàëüíîñòü ïåðâîãî ðîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñàì íàáîð èç p ôóíêöèé

P â (10) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âñåõ ðåøåíèÿõ äàííîé ñèñòåìû. Òðèâè-

àëüíîñòü ýòîãî òèïà îáû÷íî ëåãêî óñòðàíèòü, åñëè ðàçðåøèòü ñèñòåìó

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ x
�

J
, âûðàçèâ èõ ÷åðåç îñòàëüíûå

ïåðåìåííûå, è ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ âìåñòî ýòèõ âû-

äåëåííûõ ïåðåìåííûõ. Âñÿêèé äèíàìè÷åñêèé çàêîí ìîæíî ñîõðàíåíèÿ

ýêâèâàëåíòåí, ñ òî÷íîñòü äî ïðèáàâëåíèÿ òðèâèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ ïåðâîãî òèïà, çàêîíó ñîõðàíåíèÿ, â êîòîðîì ïëîòíîñòü T çàâèñèò

òîëüêî îò x; u; t è ïðîèçâîäíûõ îò x .

Âòîðîé âîçìîæíûé âàðèàíò òðèâèàëüíîñòè âîçíèêàåò, êîãäà óñëîâèå

íà äèâåðãåíöèþ

DivP = 0;

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x = f(u) , íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ

ëè îíè ðåøåíèÿìè äàííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âñÿêèé íàáîð èç p ôóíêöèé P (dx=dt; x; u) , äèâåðãåíöèè êîòîðîãî

îáðàùàþòñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî, íàçûâàåòñÿ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé [7].

Àíàëîãè÷íî ëåììå Ïóàíêàðå, õàðàêòåðèçóþùåé ÿäðî îáû÷íîãî îïåðà-

òîðà äèâåðãåíöèè, èìååòñÿ õàðàêòåðècòèêà âñåõ íóëåâûõ äèâåðãåíöèé �

òðèâèàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî òèïà. Ïóñòü P = (P1; :::; Pq)

- íàáîð èç p ãëàäêèõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò x = (x1; :::; xp); u =

(u1; :::; uq); t è ïðîèçâîäíûõ îò x îïðåäåëåííûõ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

ñòðóé X
(n)�U�T . Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé DivP = 0 ,

òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ôóíêöèè Qj;k; j; k = 1; p

çàâèñÿùèå îò x; u; t è ïðîèçâîäíûõ îò x , òàêèå, ÷òî

Qj;k = �Qk;j; j; k = 1; p;

è

Pj =

qX
k=1

DkQj;k

äëÿ âñåõ (f(x; u); x; u):

Ëþáîé òðèâèàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ áóäåò ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé òðèâèàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äâóõ, ðàññìîòðåííûõ
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âûøå òèïîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî îïðåäåëèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ñèíòåçà

óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè:

1. Îïðåäåëåíèå óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

2. Îïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Âû÷èñëåíèå ãðóïï âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ôóíêöèîíàëîâ, îïðå-

äåëÿþùèõ êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ.

4. Îïðåäåëåíèå ïî òåîðåìå Í¼òåð çàêîíà, âûÿâëÿþùåãî êîïìïðîìèññ-

íóþ çàâèñèìîñòü â ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

5. Âûáîð óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç ïîëó÷åííîãî â ñîîòâåòñòâèè

ñ ï.4. âûðàæåíèåì.

4 Ðåàëèçàöèÿ

Äëÿ ïðîâåðêè ñîñòîÿòåëüíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìåòî-

äèêè ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ÷èñ-

ëåííûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ êîìïðîìèññíûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ðÿäà

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäèêè ïðèìåíåíû äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû

òåïëîîáìåíà [5], â çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

[4], äëÿ ìîäåëè ìàíèïóëÿòîðà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [4].

Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîìïðîìèñ-

ñîâ, êàê çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, óñïåøíî ðàáîòàþò äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ

â ñèñòåìàõ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà ñòàáèëèçàöèè ñ äâó-

ìÿ ôóíêöèîíàëàìè êà÷åñòâà. Ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñè-

ñòåìîé èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷àåìûõ

ðåøåíèé ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ

ìåòîäîâ.

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, èñïîëüçóÿ ìåòîäîëîãèè äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè: èññëåäîâàíèå íàáëþäàåìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè íåëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è àíàëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ñèñòåì àâòî-

ìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà ðàññìà-

òðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû íå èç îïðåäåëåííîãî ôèêñèðîâàííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ, à ñðàçó èç âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàâøåé íåêîòîðîé

îáëàñòè, ò.å. èçó÷àþòñÿ íå îòäåëüíûå òðàåêòîðèè, à ïåðåõîäíûå îòîáðà-

æåíèÿ ñèñòåìû, çàäàííûå ôèêñèðîâàííûì óïðàâëåíèåì.
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Ðàçðàáîòàíà òåõíîëîãèÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåàðèçîâàííî-

ãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [6].

Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ ñîçäàåòñÿ ñïåöèàëèçîâàííûé ïà-

êåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â ñèñòåìå Matlab 6.1,

ðåàëèçóþùåãî ðåøåíèå çàäà÷ àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà

îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíî - ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Îñîáåííîñòüþ ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ñèìâîëüíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èçáåæàòü

íàêîïëåíèÿ îøèáêè ïðè ÷èñëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè.

5 Ðåçóëüòàòû

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå

äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ãðóïï

è àëãåáð Ëè; ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïðîåêòèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

2. Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ñèñòåì íà

îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ êðèòåðèåâ èíâàðèàíòíîñòè

óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà è ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è îáåñïå÷åíèÿ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å ñèíòåçà

ñ ó÷åòîì çàäàííûõ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ.

3. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñïåöèàëèçîâàííûé ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

äëÿ ñèñòåìû Matlab, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäèê

àíàëèçà ñèñòåì íà îñíîâå àïàðàòà êîíå÷íûõ ãðóïï è àëãåáð Ëè.
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